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与四边形有关的证明与计算-导学案（答案） 

类型一：平行四边形性质和判定的应用 

例 1 如图,已知在四边形𝑨𝑩𝑪𝑫中, 𝑨𝑩//𝑪𝑫, 𝑬、𝑭为对角线𝑨𝑪上的两点,且𝑨𝑬 = 𝑪𝑭, 𝑫𝑭//

𝑩𝑬.求证四边形𝑨𝑩𝑪𝑫是平行四边形 

解: ∵ 𝐴𝐵//𝐶𝐷

∴ ∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐹
∵ 𝐵𝐸//𝐷𝐹
∴ ∠𝐵𝐸𝐹 = ∠𝐷𝐹𝐸
∴ ∠𝐴𝐸𝐵 = ∠𝐶𝐹𝐷

在 Δ𝐴𝐸𝐵和 Δ𝐶𝐹𝐷中

{
∠𝐴𝐸𝐵 = ∠𝐶𝐹𝐷

𝐴𝐸 = 𝐶𝐹
∠𝐸𝐴𝐵 = ∠𝐹𝐶𝐷

 

∴ Δ𝐴𝐸𝐵 ≌ Δ𝐶𝐹𝐷(𝐴𝑆𝐴)
∴ 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷
∵ 𝐴𝐵//𝐶𝐷, 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷

∴ 四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形

 

 

变式 如图,已知在平行四边形𝑨𝑩𝑪𝑫中,𝑬、𝑭是对角线𝑨𝑪上的两点, 并且𝑨𝑬 = 𝑪𝑭.求证𝑩𝑬 =

𝑫𝑭 

方法一： 

解: ∵ ▱𝐴𝐵𝐶𝐷

∴ 𝐴𝐵
∥
=

𝐶𝐷

∵ 𝐴𝐵//𝐶𝐷
∴ ∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐹

在 Δ𝐴𝐵𝐸和 Δ𝐶𝐷𝐹中

𝐴𝐵 = 𝐶𝐷, ∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐹, 𝐴𝐸 = 𝐶𝐹
∴ Δ𝐴𝐵𝐸 ≌ Δ𝐶𝐷𝐹(𝑆𝐴𝑆)
∴ 𝐵𝐸 = 𝐷𝐹

 

方法二： 

解:连接𝐵𝐷交𝐴𝐶于点𝑂,连接𝐷𝐸、𝐵𝐹

∵ ▱𝐴𝐵𝐶𝐷

∴ 𝐴𝑂 = 𝐶𝑂, 𝐵𝑂 = 𝐷𝑂
∵ 𝐴𝑂 = 𝐶𝑂, 𝐴𝐸 = 𝐶𝐹
∴ 𝐸𝑂 = 𝐹𝑂
∵ 𝐸𝑂 = 𝐹𝑂, 𝐵𝑂 = 𝐷𝑂

∴ 四边形𝐵𝐸𝐷𝐹为平行四边形

∴ 𝐵𝐸 = 𝐷𝐹

 

 

类型二：特殊平行四边形性质和判定的应用 

例 2 如图,在▱𝑨𝑩𝑪𝑫中,点𝑬、𝑭分别在𝑩𝑪,𝑨𝑫上,𝑩𝑬 = 𝑫𝑭,𝑨𝑪 = 𝑬𝑭 

(𝟏)求证:四边形𝑨𝑬𝑪𝑭是矩形 

(𝟐)若𝑨𝑬 = 𝑩𝑬, 𝑨𝑩 = 𝟐, 𝒕𝒂𝒏∠𝑨𝑪𝑩 =
𝟏

𝟐
,求𝑩𝑪的长   

解： 
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(1) ∵ ▱𝐴𝐵𝐶𝐷 

∴ 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶, 𝐴𝐷//𝐵𝐶 

∵ 𝐵𝐸 = 𝐷𝐹 

∴ 𝐴𝐷 − 𝐷𝐹 = 𝐵𝐶 − 𝐵𝐸 

即𝐴𝐹 = EC 

∵ 𝐴𝐹 = EC,𝐴𝐹//EC 

∴ 四边形𝐴𝐸𝐶𝐹是平行四边形 

又 ∵ 𝐴𝐶 = 𝐸𝐹 

∴ ▱𝐴𝐸𝐶𝐹是矩形 

(2) ∵ 四边形𝐴𝐸𝐶𝐹是矩形

∴ ∠𝐴𝐸𝐶 = ∠𝐴𝐸𝐵 = 90°
∵ ∠𝐴𝐸𝐵 = 90°, 𝐴𝐸 = 𝐵𝐸, 𝐴𝐵 = 2

∴ 𝐴𝐸 = 𝐵𝐸 =
√2

2
𝐴𝐵 = √2

 

在𝑅𝑡Δ𝐴𝐸𝐶中

𝑡𝑎𝑛∠𝐴𝐶𝐸 =
𝐴𝐸

𝐸𝐶
=

1

2

∴ 𝐸𝐶 = 2𝐴𝐸 = 2√2

∴ 𝐵𝐶 = 𝐵𝐸 + 𝐸𝐶 = √2 + 2√2 = 3√2

 

 

例 3 如图,矩形𝑨𝑩𝑪𝑫的对角线𝑨𝑪、𝑩𝑫相交于点𝑶, 𝑫𝑬//𝑨𝑪, 𝑪𝑬//𝑩𝑫 

(𝟏)求证:四边形𝑶𝑪𝑬𝑫是菱形 

(𝟐)若𝑩𝑪 = 𝟑, 𝑫𝑪 = 𝟐,求四边形𝑶𝑪𝑬𝑫的面积 

解： 

(1)连𝑂𝐸交𝐶𝐷于点𝑀

∵ 𝐷𝐸//𝐴𝐶, 𝐶𝐸//𝐵𝐷

∴ 四边形𝑂𝐶𝐸𝐷是平行四边形

∴ 𝑀为𝐷𝐶的中点

∵ 矩形𝐴𝐵𝐶𝐷

∴ 𝑂为𝐷𝐵的中点, ∠𝐵𝐶𝐷 = 90°

∵ 𝑂为𝐷𝐵的中点, 𝑀为𝐷𝐶的中点

 

∴ 𝑂𝑀为 Δ𝐷𝐵𝐶中位线

∴ 𝑂𝑀//𝐵𝐶
∴ ∠𝑂𝑀𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐷 = 90°
∴ 𝐷𝐶 ⊥ 𝑂𝐸

∵ ▱𝑂𝐶𝐸𝐷, 𝐷𝐶 ⊥ 𝑂𝐸

∴ ▱𝑂𝐶𝐸𝐷是菱形

 

(2)方法一： ∵ 𝑂𝑀为 Δ𝐷𝐵𝐶的中位线, 𝐵𝐶 = 3

∴ 𝑂𝑀 =
1

2
𝐵𝐶 =

3

2

∵ 菱形𝑂𝐶𝐸𝐷

∴ 𝑂𝐸 = 2𝑂𝑀 = 3

∴ 𝑆 =
1

2
𝐷𝐶 ∙ 𝑂𝐸
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∵ 𝐷𝐶 = 2,𝑂𝐸 = 3
∴ 𝑆 = 3

 

方法二：𝑆Δ𝑂𝐵𝐶 = 𝑆Δ𝑂𝐶𝐷 = 𝑆Δ𝐸𝐶𝐷

𝑆菱形 = 𝑆𝑅𝑡Δ𝐷𝐵𝐶 =
1

2
𝐵𝐶 ∙ 𝐷𝐶 = 3

 

 

类型三：图形几何变换—折叠与旋转 

例𝟒 如图,在平面直角坐标系中,将矩形𝑨𝑫𝑪𝑶沿直线𝑨𝑬折叠(点𝑬在𝑫𝑪边上),

折叠后顶点恰好落在𝑶𝑪边上的点𝑭处,若点𝑫的坐标为(𝟏𝟎, 𝟖) 

(𝟏)求𝑪𝑭的长 

(𝟐)求点𝑬的坐标 

解： 

(1) ∵ 点𝐷的坐标为(10,8)

∴ 𝑂𝐴 = 8, 𝐴𝐷 = 𝑂𝐶 = 10

根据折叠的性质知

AF = AD = 10

在𝑅𝑡Δ𝐴𝑂𝐹中, 𝑂𝐹 = √𝐴𝐹2 − 𝑂𝐴2 = 6

∴ 𝐶𝐹 = 𝑂𝐶 − 𝑂𝐹 = 4

 

(2)方法一：根据折叠的性质可知𝐹𝐸 = 𝐷𝐸

设𝐶𝐸 = 𝑥,则𝐹𝐸 = 8 − 𝑥

在𝑅𝑡Δ𝐶𝐸𝐹中

𝐹𝐶2 + 𝐶𝐸2 = 𝐹𝐸2

即42 + 𝑥2 = (8 − 𝑥)2

解得𝑥 = 3

∴ 点𝐸的坐标为(10,3)

 

方法二：根据折叠的性质可知∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐷 = 90°

∴ ∠𝐴𝐹𝑂 + ∠𝐸𝐹𝐶 = 90°
∵ ∠𝑂 = 90°
∴ ∠𝐴𝐹𝑂 + ∠𝐹𝐴𝑂 = 90°
∴ ∠𝐹𝐴𝑂 = ∠𝐸𝐹𝐶

在 Δ𝐴𝑂𝐹和 Δ𝐹𝐶𝐸中

∠𝐹𝐴𝑂 = ∠𝐸𝐹𝐶, ∠𝑂 = ∠𝐶
∴ Δ𝐴𝑂𝐹 ∽ Δ𝐹𝐶𝐸

 

∴
𝐴𝑂

𝐹𝐶
=

𝑂𝐹

𝐶𝐸
∵ 𝐴𝑂 = 8, 𝑂𝐹 = 6, 𝐹𝐶 = 4
∴ 𝐶𝐸 = 3

∴ 点𝐸的坐标为(10,3)

 

 

例 5 如图,正方形𝑨𝑩𝑪𝑫的对角线相交于𝑶,点𝑶又是正方形𝑨𝟏𝑩𝟏𝑪𝟏𝑶的一个顶点,而且这两个 

正方形的边长相等,求证无论正方𝑨𝟏𝑩𝟏𝑪𝟏𝑶绕𝑶点怎样转动,两个正方形重叠部分的面积,总 

等于一个正方形面积的
𝟏

𝟒
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解: ∵ 四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是正方形

∴ 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂, ∠𝐴𝑂𝐵 = 90°

∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐶𝐵𝑂 = 45°

∵ 四边形𝐴1𝐵1𝐶1𝑂是正方形

∴ ∠𝐴1𝑂𝐶1 = 90°

∵ ∠𝐴𝑂𝐵 = 90°, ∠𝐴1𝑂𝐶1 = 90°, ∠𝐸𝑂𝐵 = ∠𝐸𝑂𝐵
∴ ∠𝐴𝑂𝐸 = ∠𝐵𝑂𝐹

 

在 Δ𝑂𝐴𝐸和 Δ𝑂𝐵𝐹中

∠𝐸𝐴𝑂 = ∠𝐹𝐵𝑂, 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵, ∠𝐴𝑂𝐸 = ∠𝐵𝑂𝐹
∴ Δ𝑂𝐴𝐸 ≌ Δ𝑂𝐵𝐹(𝐴𝑆𝐴)
∴ 𝑆Δ𝑂𝐴𝐸 = 𝑆Δ𝑂𝐵𝐹

∴ 𝑆重叠 = 𝑆Δ𝑂𝐸𝐵 + 𝑆Δ𝑂𝐵𝐹 = 𝑆Δ𝑂𝐸𝐵 + 𝑆Δ𝑂𝐴𝐸 = 𝑆Δ𝐴𝑂𝐵 =
1

4
𝑆正方形𝐴𝐵𝐶𝐷

 

 

变式 如图,在四边形 ABCD 中,AB=AD,∠BAD=∠BCD=90°,连接 AC,若 AC=6,求四边形 ABCD 的面积 

解:将 Δ𝐴𝐵𝐶绕点𝐴逆时针旋转 90°,得到 Δ𝐴𝐷𝐸

∵ ∠𝐵 + ∠𝐷 = 180°

∴ 𝐶、𝐷、𝐸三点共线

由旋转的性质可得

𝐴𝐶 = 𝐴𝐸, ∠𝐸𝐴𝐶 = 90°

∵ 𝐴𝐶 = 6

𝑆四边形𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑆𝑅𝑡Δ𝐸𝐴𝐶 =
1

2
𝐴𝐶2 =

36

2

 

 

 

 

变式 如图,点𝑷是正方形𝑨𝑩𝑪𝑫内一点,且点𝑷到点𝑨、𝑩、𝑪的距离为 2√𝟑、√𝟐、4,求正方形 

𝑨𝑩𝑪𝑫的面积 

解:如图,将 Δ𝐴𝐵𝑃绕点𝐵顺时针旋转 90°,得到 Δ𝐶𝐵𝑀,

连接𝑃𝑀,过点𝐵作𝐵𝐻 ⊥ 𝑃𝑀于𝐻

∵ 𝐵𝑃 = 𝐵𝑀 = √2, ∠𝑃𝐵𝑀 = 90°

∴ 𝑃𝑀 = √2𝑃𝐵 = 2

∵ 𝑃𝐶 = 4, 𝑃𝐴 = 𝐶𝑀 = 2√3

∴ 𝑃𝐶2 = 𝐶𝑀2 + 𝑃𝑀2

∴ ∠𝑃𝑀𝐶 = 90°
∵ ∠𝐵𝑃𝑀 = ∠𝐵𝑀𝑃 = 45°

∴ ∠𝐶𝑀𝐵 = ∠𝐴𝑃𝐵 = 135°
∴ ∠𝐴𝑃𝐵 + ∠𝐵𝑃𝑀 = 180°

 

∴ 𝐴、𝑃、𝑀共线
∵ 𝐵𝐻 ⊥ 𝑃𝑀
∴ 𝑃𝐻 = 𝐻𝑀
∴ 𝐵𝐻 = 𝑃𝐻 = 𝐻𝑀 = 1

∴ 𝐴𝐻 = 2√3 + 1

∴ 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐻2 + 𝐵𝐻2 = (2√3 + 1)
2

+ 12 = 14 + 4√3

∴ 正方形𝐴𝐵𝐶𝐷的面积为 14 + 4√3
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